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1. Историческая справка.

Математика в эпоху Средневековья развивалась чрезвычайно медленно, и крупных математиков тогда было очень мало. Тем больший интерес представляет для нас теория чисел Фибоначчи.

Леонардо Пизанский родился в итальянском городе Пизе, откуда его первое имя. Леонардо Пизанский (рис. 1) родился в конце 12 века в семье купца по прозвищу Боначчи – добряк. А поскольку по-итальянски «сын Боначчи» произносится как «фи боначчи», то от слияния этих слов возникло его второе имя Фибоначчи
. Отец Леонардо работал в Алжире торговым представителем. Там и обучался будущий учёный арифметике. Способный юноша превзошёл ожидания отца, готовившего его к коммерческой деятельности. По торговым делам он вместе с отцом часто бывал в завоёванных арабами странах Средиземноморья, где основательно изучил арабскую математику. В путешествиях по Египту, Сирии, Греции и другим странам он познакомился с различными способами вычислений. Под влиянием арабских математиков он пришёл к выводу, что индусский способ наилучший. Этому была посвящена его «Книга абака», вышедшая в свет в 1202 году. Она представляла собой математическую энциклопедию того времени. По тем временам труд был грандиозным: в печатном виде он насчитывал 460 страниц. «Книга абака» содержала почти все арифметические и алгебраические сведения того времени. Именно по этой книге европейцы познакомились с индусскими («арабскими») цифрами. Леонардо обратился своей книгой к широкому кругу торговых и деловых людей. Хотя «Книга абака» была сложна для понимания, сведения из неё распространялись и нашли практическое применение. Репутация Фибоначчи, как вычислителя, привлекла внимание даже правителя Священной Римской империи Фридриха II. Однажды Фридрих посетил город Пизу, чтобы лично убедиться в искусстве знаменитого вычислителя. Был устроен большой математический турнир, на котором Фибоначчи обнаружил талант математика и вычислителя, решив несколько очень сложных задач. 

Сообщаемый в «Книге абака» материал поясняется на большом числе задач, составляющих значительную часть этого трактата. Интересные задачи из «Книги абака» и оригинальные методы их решения разошлись в 15-16 веках по многочисленным европейским книгам. До нашего времени книга Леонардо Пизанского дошла во втором своём варианте, который относится к 1228 году. Таким образом, задачи, из которых выросли теория чисел Фибоначчи, имеют, по крайней мере, 800-летнюю давность.
2. Задача о кроликах.

«Задача о кроликах»
 - это одна из знаменитых задач «Книги абака». 
«Некто поместил пару кроликов в некотором месте, огороженном со всех сторон стеной, чтобы узнать, сколько пар кроликов родится при этом в течение года, если природа кроликов такова, что через месяц пара кроликов производит на свет другую пару, а потомство кролики приносят со второго месяца своего рождения. Сколько пар кроликов в один год от одной пары рождается?»
В начале 1 месяца была 1 пара, в начале 2 месяца – 2 пары (зрелая и молодая), в начале 3 месяца – 3 пары (две зрелые и одна молодая) и так далее (рис. 2). Для решения составим таблицу:
	Начало месяца
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	Число зрелых пар
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233

	Число всех пар
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233
	377


Общее число пар кроликов, рождённых от одной пары за год, равно 377. Решение этой задачи состоит в том, чтобы найти число всех пар кроликов в каком-либо месяце, нужно сложить число всех пар кроликов, которые уже были в прошлом месяце с числом зрелых пар кроликов прошлого месяца, которые теперь дадут потомство. Учитывая, что число зрелых пар прошлого месяца равно числу всех пар позапрошлого месяца, получаем закономерность: число всех пар кроликов данного месяца равно сумме чисел всех пар кроликов за два предыдущих месяца. Такой подсчёт можно делать по порядку до бесконечного числа месяцев.

Кролики действительно отличаются своей плодовитостью. Не будь смерти, потомство одной пары достаточно быстро заполнило бы всю Землю. В 1859 году в Австралию из Англии было привезено 24 кролика, которых там никогда не было. В отсутствии хищников, кролики расплодились быстрыми темпами. Полчища кроликов наводнили Австралию, стали бедствием для австралийцев, так как уничтожали многочисленные посевы. Были  затрачены огромные средства на борьбу с ними, но кролики остаются в Австралии проблемой и поныне.
3. Последовательность чисел Фибоначчи.

 НАБЛЮДЕНИЕ ЯВЛЯЕТСЯ ОБИЛЬНЫМ

 ИСТОЧНИКОМ ОТКРЫТИЙ…
Ш. Эрмит
Перейдем теперь от кроликов к числам и рассмотрим числовую последовательность. Обозначим п-ое число во второй строке таблицы ап: а1=1, а2=1, а3=2, а4=3, а5=5, а6=8 и так далее. Закон образования элементов последовательности 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, …гласит так: каждое последующее число, начиная с третьего, равно сумме двух предыдущих. Поэтому достаточно знать первые два члена этой последовательности, чтобы найти все её дальнейшие элементы. В математике числами Фибоначчи называют члены бесконечной последовательности, образованной по этому принципу. Эта последовательность определяется условиями: а1=1, а2=1, ап+2=ап+1+ап. Чтобы вычислить (п+2)-ой член этой последовательности нужно вернуться к (п+1)-му и (п)-му, то есть нужно делать возвратное движение, в математике его принято называть рекуррентным способом (от латинского слова recurrere – возвращаться назад). Поэтому последовательность чисел Фибоначчи является рекуррентной последовательностью.
4. Золотое сечение и числа Фибоначчи.

Числа Фибоначчи оказались связанными с очень древней геометрической задачей. В Древней Греции эта задача получила название деления в среднем и крайнем отношении. Гораздо позже, в XV веке, Леонардо да Винчи назвал такое деление золотым сечением
. На современном языке эта задача звучит так: разделить данный отрезок на две части так, чтобы меньшая относилась к большей, как большая ко всему отрезку. 

Геометрическое решение этой задачи было предложено знаменитым александрийским математиком Клавдием Птолемеем.

Приближенно решить эту задачу можно, используя последовательность чисел Фибоначчи: 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34;…, разделив отрезок на части соответственно равные двум соседним числам этого ряда. 

5/8   ≈  8/13;                 0,625   ≈  0,615…

8/13 ≈ 13/21;                0,615…≈ 0,6 19…

13/21≈21/34;                0,619…≈ 0,617…

Причем с увеличением номера числа Фибоначчи, стоящего в знаменателе дроби, отношение длин отрезков, на которые разделен отрезок АВ, становится все более близким к точному значению золотого сечения
: 
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Прямоугольники, со сторонами равными последовательным числам Фибоначчи, (рис.3) имеют отношение длин  сторон близкое к числу 
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. Их называют прямоугольниками золотого сечения. Они хороши для восприятия человеческим глазом, поэтому форматы большинства книг делают близкими к прямоугольникам золотого сечения. 

Золотое сечение широко применялось и в искусстве. Греческий скульптор Леохар (IV в. до н.э.) создал статую Аполлона Бельведерского, воплотив представление древних греков о мужской красоте с помощью строгого выполнения соотношения верхней и нижней частей тела в отношении 8 : 13.

Леонардо да Винчи создал эскиз пропорций человеческого тела на основе золотого сечения. Многочисленные отношения частей тела в знаменитом круге Леонардо, соответствующего средневековому эталону красоты, также выражаются отношением чисел Фибоначчи (рис. 4). 

С золотым сечением связано решение ещё одной геометрической задачи. Числа Фибоначчи могут пригодиться при практическом делении окружности на 10 и 5 частей. Сначала разделим длину радиуса на 21 часть и построим хорды, длина каждой из которых составляет 13 таких частей. Окружность разобьется на 10 равных частей (рис.5). 

Можно задачу о делении окружности на 5 равных частей решить так: разделим радиус на 13 частей или 8 частей, хорда будет содержать 8 или 5 таких частей. Точки берем через одну. Построение будет более точным, если количество частей будет выражаться числами Фибоначчи с большими порядковыми номерами.
Мы держим в руках учебник или просто увлекательную книгу. Редко кто задумывался, что длина и ширина книги – два последовательных числа Фибоначчи. А часто это именно так (рис. 6).
5. Спирали и числа Фибоначчи.

С числами Фибоначчи связаны левая и правая спирали. Причем спираль, связанная с числами Фибоначчи, возникает и в живой природе. Если листья на ветке сидят одиноко, то они всегда располагаются кругом стебля, но не по окружности, а по винтовой линии, т.е. каждый последующий лист повыше и в сторону от предыдущего. При этом для каждого вида угол расхождения двух соседних листьев, который, как утверждают биологи, выдерживается во всех частях стебля
. Этот угол обычно выражают дробью, показывающей, какую часть окружности он составляет. Так, у липы и вяза угол расхождения листьев составляет 1/2  окружности, у бука и орешника – 1/3, у дуба и вишни – 2/5, у тополя и груши - 3/8, у ивы – 5/13. Тот же угол у данного вида растений сохраняется и в расположении веток, почек, чешуек внутри почек, цветов. Наиболее распространены среди растений следующие углы расхождения (в частях окружности): 1/2, 1/3,  2/5, 3/8, 5/13, 8/21, … Ряд числителей и ряд знаменателей здесь – числа Фибоначчи, причем каждая из дробей (начиная с третьей) получается из двух предыдущих путем сложения их числителей и знаменателей: 2/5 = (1+1)/(2+3);  3/8= (1+2)/(3+5) и т.д.

При спиральном листорасположении образуются вертикальные ряды листьев, которые оказываются точно друг над другом через определенное число этих узлов (рис. 7). Чем больше знаменатель, тем меньше листья затеняют друг друга.

В разнообразных спиралевидных расположениях мелких частей растений обычно можно усмотреть два вида спиралей: по часовой и против часовой стрелки. Например, чешуйки на еловой шишке, ячейки на ананасе, цветки в соцветии ромашки, семена в корзинке подсолнечника расположены по спиралям, закрученным в двух направлениях. Количество спиралей, идущих в разных направлениях, как правило, выражается соседними числами Фибоначчи. Например, у ромашки оно может равняться 13 и 21, а у крупных подсолнухов – 55 и 89.

 6. Софизмы и числа Фибоначчи.

Числа Фибоначчи обладают очень многими интересными теоретико-числовыми свойствами. Запишем некоторые из них:

1) каждое третье число Фибоначчи чётно;

2) каждое четвёртое число делится на три;

3) два соседних числа Фибоначчи взаимно просты.

Мне очень понравилось свойство, которое позволяет создавать геометрические головоломки: для трех последовательных членов последовательности чисел Фибоначчи справедливо равенство: 
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Рассмотрим геометрические  загадки чисел Фибоначчи: «64=65» и «168=169» (рис. 8). Кажется, что квадрат и прямоугольник равносоставлены, но тогда 82=5х13 или 8х21=132.
Заключение.

Последовательность чисел Фибоначчи является одним из знаменательных рядов натуральных чисел. Из рассмотренного в работе материала следует:

· В науке задолго до Фибоначчи были известны некоторые особенности этих чисел.
· С помощью чисел Фибоначчи могут быть математически описаны отдельные закономерности в природе, в архитектуре, искусстве, музыке, повседневной жизни, в промышленности и в играх.
· Многочисленные свойства чисел Фибоначчи позволяют широко использовать их при рассмотрении различных математических задач.
· Изучение закономерностей, связанных с последовательностью чисел Фибоначчи, может быть продолжено после расширения моего математического аппарата.
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