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I. ВВЕДЕНИЕ.
          На заре своего возникновения планиметрия по существу была «геометрией треугольника». Самой знаменитой теоремой является теорема Пифагора. Однако большинство школьников затруднятся назвать другие замечательные теоремы о треугольнике.
          «Геометрия треугольника» может гордиться теоремами, носящими имена Менелая (о трёх точках на прямой), Чевы (о трёх прямых, пересекающихся в одной точке), Штейнера (о точке пересечения перпендикуляров к трём прямым). Многие объекты «геометрии треугольника» также увековечивают имена великих математиков, например, прямая Эйлера (прямая, содержащая центр описанной окружности, ортоцентр и центр масс треугольника) и окружность Эйлера (окружность девяти точек: середины сторон, основания высот, середины отрезков, соединяющих вершины треугольника с его ортоцентром). Эти теоремы «геометрии треугольника» прошли вековую проверку и продолжают жить и на рубеже 20-21 веков. 
          Предложенные в моей работе теоремы не рассматриваются в школьных учебниках геометрии, однако доказанные в них факты широко могут быть использованы при решении задач по планиметрии, с примерами таких задач я неоднократно сталкивался на дополнительных занятиях по математике, при подготовке к математическим олимпиадам школьников и при решении задач, рекомендованных ЗФТШ при МФТИ, поэтому данная тема и вызвала интерес.
          Работая с литературой по указанной теме, я не встретил ни одной задачи прикладного характера. Заинтересовавшись этим вопросом, я составил несколько прикладных задач, которые легко разрешимы именно с помощью указанных теорем. Например, преодоление транспортно – пешеходной проблемы центра города с сохранением исторического лица Калуги и решением вопроса о шуме и загазованности наших городских улиц. В настоящее время, по моему мнению, единственно верным подходом к решению этих проблем, могло бы стать развитие подземной транспортной сети.
          Первой попыткой использования подземных площадей для решения транспортной проблемы в нашей стране было строительство метрополитена в Москве в 30-ых годах двадцатого века. Однако в наше время, в связи с резким увеличением парка автомобильного транспорта, такое решение не актуально. Для Калуги было бы гораздо полезнее строительство сети подземных автомобильных линий с многоэтажными стоянками и выходами на поверхность в наиболее оживлённых местах города.
Цель этой работы:  исследовать возможность применения некоторых из замечательных теорем о треугольнике, не входящих в школьных курс планиметрии, к решению транспортных задач современного индустриального города.


II. [bookmark: _GoBack]Задачи на применение теорем о треугольнике.
          Рассмотрим задачи планиметрии, решение которых может быть основано на применении некоторых замечательных теорем о треугольнике. Эти теоремы могут применяться для решения не только чисто геометрических задач, но и в различных задачах прикладного содержания. 
          Мной составлен цикл задач проектировщиков линий подземного транспорта. Чтобы убедиться в возможности практического применения этих задач, я провёл исследование плана города Калуги и совместил составленные задачи с действительными объектами нашего города.
1. Теорема Менелая.
          Менелай Александрийский – древнегреческий астроном и математик, жил в первом веке. Известен, в основном, работами по сферической тригонометрии. Три книги «Сферики» сохранились до наших дней в арабском переводе. Третья книга содержит так называемую теорему Менелая, устанавливающую свойство отрезков, на которые делит стороны треугольника какая-либо прямая, рассекающая этот треугольник:
          Если треугольник АВС пересечён произвольной секущей, которая встречает его стороны АВ, ВС, АС (или их продолжения) соответственно в точках С1, А1 и В1, то    (См. рис. 1).
Верна и обратная теорема:  Если для трёх точек А1, В1, С1, взятых на сторонах треугольника (или на их продолжениях, причём на продолжениях взята одна или все три точки), выполняется соотношение (*), то эти три точки лежат на одной прямой.       (См. рис. 1).
          Таким образом, теорема Менелая  даёт критерий расположения трёх точек на одной прямой.
Задача №1.
          В городе Калуга строят подземные автомагистрали. Из соображений экономии решено все тоннели линий прокладывать прямолинейными. На данный момент построены ветки: М-А (Сквер Мира - Городской Парк); М–Т–С (Сквер Мира – Театральная Площадь – Площадь Победы); А–Р–С (Городской Парк – Театр Юного Зрителя – Площадь Победы). Причём расстояние МТ (от Сквера Мира до Театральной Площади) равно расстоянию ТС (от Театральной Площади до Площади Победы), а расстояние АР (от Городского Парка до ТЮЗа) в три раза меньше расстояния РС (от ТЮЗа до Площади Победы). Линию М–А решено было продолжить дальше за стоянку А (Городской Парк) до стоянки Н (Набережная). Учитывая, что стоянку на Набережной можно установить в любом удобном месте, необходимо выяснить, какова должна быть протяжённость линии М–Н (Сквер Мира – Набережная), чтобы в дальнейшем можно было построить прямолинейную ветку  Н - Р - Т (Набережная – ТЮЗ – Театральная Площадь), соединяющую уже имеющиеся стоянки, если протяжённость ветки М-А (Сквер Мира – Городской Парк) равняется 1 км.     (См. рис. 2).
Решение: для треугольника АМС прямая НТ (содержащая точки Н, Р, Т) является секущей. Запишем теорему Менелая для треугольника АВС и секущей НТ:                      (1). Из условия известны соотношения СТ:ТМ=1:1;  АР:РС=1:3. Подставляя эти соотношения в равенство (1), получим, что МН:НА=3. Так как МН=МА+НА, то МА:НА=2, т.е. НА=0,5хМА; МН=1,5хМА. Получаем, что протяжённость линии М – Н (Сквер Мира – Набережная) должна быть 1,5 км.        (См. рис. 3).
          Таким образом, теорема Менелая позволила рассчитать такую протяжённость линии Сквер Мира – Набережная, которая в дальнейшем обеспечит прямолинейность линии через уже построенные стоянки Н – Р – Т (Набережная – ТЮЗ – Театральная Площадь)), что даёт экономическую выгоду проекта.
2. Теорема Чевы.
           Чева Джованни (1648 – 1734) – итальянский математик. Основной заслугой Чевы является построение учения о секущих, которое изложено в сочинении «О взаимопересекающихся прямых» (16780, где впервые приводится утверждение, получившее название теоремы Чевы:
          Если прямые, соединяющие  вершины А, В, С треугольника АВС с точкой М, лежащей где-то в его плоскости, пересекают  стороны АВ, ВС, АС (или их продолжения) соответственно в точках С1, А1 и В1, то     (См. рис. 4).
          Верна и обратная теорема: Если для трёх точек А1, В1, С1, взятых на сторонах треугольника (или на их продолжениях, причём на продолжениях взята либо точек нет, либо взяты две точки), выполняется соотношение (**), то прямые АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в одной точке.       (См. рис. 4).
         Таким образом, теорема Чевы даёт критерий пересечения трёх прямых в одной точке. С помощью этой теоремы легко доказать, что в произвольном треугольнике: а) все биссектрисы пересекаются в одной точке; б) все медианы пересекаются в одной точке; в) прямые, содержащие высоты, пересекаются в одной точке; г) все серединные перпендикуляры пересекаются в одной точке.
          Теоремы Чевы и Менелая можно рассматривать, как «двойственные» теоремы: они похоже формулируются и доказываются, они взаимозаменяемы при решении задач. Теоремы Чевы и Менелая оказываются особенно полезными в тех случаях, когда нужно выяснить отношения между расположением точек и прямых. 
Задача №2.
          В городе Калуга строят подземные автомагистрали. Из соображений экономии решено все тоннели линий прокладывать прямолинейными. На данный момент построены ветки: М-О-А (Сквер Мира – Березуевский Овраг - Городской Парк); М–Т–С (Сквер Мира – Театральная Площадь – Площадь Победы); А–Р–С (Городской Парк – Театр Юного Зрителя – Площадь Победы). Причём расстояние МТ равно расстоянию ТС; расстояние АР в три раза меньше расстояния РС; расстояние ОА в 4 раза меньше расстояния АМ.  Решено  было  построить  стоянку  R и проложить ветки А-R-Т, М-R-Р, С-R-О. Удастся ли при этом соблюсти прямолинейность линий? (См. рис. 5).
Решение: для того, чтобы ветки А-R-Т, М-R-Р, С-R-О  были прямолинейными, надо чтобы отрезки АТ, МР и СО пересекались в одной точке. Для этого по теореме Чевы должно выполняться равенство:    (2). 
          Из условия имеем соотношения АР: РС=1:3; СТ:ТМ=1:1; АМ:ОА=4:1, и так как АМ=МО+ОА, то МО:ОА=3:1. Подставляя эти соотношения в (2), получим тождественно верное равенство.
          Значит, такую точку R, чтобы ветки  А-R-Т, М-R-Р, С-R-О   были прямолинейными, можно найти при заданных условиях. Положение стоянки R может быть найдено как точка пересечения прямых АТ и МР. Стоянка R (Новая Торговая Ярмарка) расположена очень удобно, в непосредственной близости от городского рынка. (См. рис. 6).
          Таким образом, используя теорему Чевы, можно рассчитать оптимальное  расположение стоянки R (Новая Торговая Ярмарка), находящейся на пересечении сразу трёх веток подземной автомагистрали, при условии сохранения прямолинейности всех линий.
3. Теорема Штейнера.
           Штейнер Якоб (1796 – 1863) – швейцарский геометр, один из создателей проективной геометрии, член Берлинской Академии Наук. Важнейшей работой Штейнера является «Систематическое развитие зависимости геометрических образов друг от друга», известны также его работы о построениях при помощи линейки и зафиксированной окружности. Одна из сформулированных Штейнером теорем носит теперь его имя:
          Если три перпендикуляра, восстановленных к сторонам  АВ, ВС, АС треугольника АВС в точках С1, А1 и В1 соответственно, пересекаются в одной точке,  то АС12+ВА12+СВ12=ВС12+СА12+АВ12 (***)  (См. рис. 7).
           Верна и обратная теорема: Если для трёх перпендикуляров, восстановленных к сторонам  АВ, ВС, АС треугольника АВС в точках С1, А1 и В1 соответственно, выполняется соотношение (***), то эти перпендикуляры пересекаются в одной точке.   (См. рис. 7).
          Таким образом, теорема Штейнера дает критерий пересечения трёх перпендикуляров к различным сторонам треугольника в одной точке. При  помощи этой теоремы, например, легко доказать, что в произвольном треугольнике; а) серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются в одной точке; б) прямые, содержащие стороны треугольника, пересекаются в одной точке.

Задача №3.
          В городе Калуга строят подземные автомагистрали. Из соображений экономии решено все тоннели линий прокладывать прямолинейными. На данный момент построены ветки: М-Д-С (Сквер Мира – Департамент Образования – Площадь Победы); М–У–В (Сквер Мира – Улица Комарова – Улица Смоленская); В–К–С (Улица Смоленская – Краеведческий Музей – Площадь Победы). Причём расстояние ВУ в 5 раз меньше расстояния УМ, расстояние МД в 4 раза меньше расстояния ДС. Нужно построить новую стоянку Х (Дом Творчества Юных), такую что кратчайшим расстоянием от стоянки Х до ветки М-Д-С будет ветка Х-Д, от стоянки Х до ветки М-У-В будет ветка Х-У, от стоянки Х до ветки В-К-С будет ветка Х-К. найти длину ветки В-К-С и отношение, в котором стоянка К делит эту ветку, если длина ветки М-У-В равна 900 метров, длина ветки М-Д-С равна 1500 метров, а угол между ветками М-В и М-С равен 120о.     (См. рис. 8).
Решение: рассмотрим треугольник ВМС, в нём ВМ=0,9 км, МС=1,5 км, <ВМС=120о. По теореме косинусов имеем равенство: ВС2=ВМ2+МС2-2хВМхМСхcos120o. Подставив в это равенство значения отрезков и косинуса, получим, что ВС=2,1 км. Так как  ВУ:УМ=1:5, то ВУ=0,15 км, УМ=0,75 км. Так как МД:ДС=1:4, то МД=0,3 км, ДС=1,2 км. Кратчайшее расстояние от точки до прямой – перпендикуляр, значит точка Х – точка пересечения перпендикуляров к сторонам треугольника ВМС.
          По теореме Штейнера имеем:  ВУ2+МД2+СК2=УМ2+ДС2+КВ2. (3).  Пусть СК=у, тогда КВ=(2,1-у). Подставим все данные в равенство (3): 0,152+0,32+у2=0,752+1,22+(2,1-у)2, откуда получим, что у=1,5. Значит: СК=1,5 км, КВ=0,6 км. Следовательно, длина всей ветки В-К-С равна 2,1 км, расстояние ВК в 2,5 раза меньше расстояния КС (СК=1,5 км, КВ=0,6 км). Положение стоянки Х, при заданных условиях, может быть найдено, как точка пересечения перпендикуляров к сторонам треугольника ВМС. (См. рис. 9).
          Таким образом, решение данной задачи, с использованием теоремы Штейнера, позволило найти такое положение стоянки Х (Дворец Творчества Юных), при котором длины линий Х-Д (Дворец Творчества Юных – Департамент Образования), Х-К (Дворец Творчества Юных – Краеведческий Музей), Х-У (Дворец Творчества Юных – Улица Комарова) будут кратчайшими расстояниями (перпендикулярами), а значит экономически оно наиболее предпочтительно.
4. Теорема об окружности Эйлера.
         Эйлер Леонард (1707 – 1783) – великий математик и физик. Родился в Базеле (Швейцария), но уже в возрасте 20 лет был приглашён в Петербургскую Академию Наук и жил в Петербурге с 1727 года по 1741 год и с 1766 года до конца жизни. Прах Л. Эйлера покоится в некрополе Санкт-Петербурга. Необыкновенно широк был круг занятий Эйлера, охватывающий все разделы современной ему математики и механики. Одну из теорем, доказанную Эйлером, называют теоремой об окружности Эйлера: 
          В  произвольном треугольнике следующие девять точек лежат на одной окружности (окружности Эйлера):
· середины сторон треугольника;
· основания высот треугольника;
· середины отрезков, соединяющих вершины треугольника с его ортоцентром.
Причём центром этой окружности является середина отрезка ОН, где О – центр описанной окружности, Н – ортоцентр треугольника.   (См. рис. 10).
          Теорема об окружности Эйлера применяется в вычислительных задачах и задачах на доказательство. Другие математики, работая с окружностью Эйлера, доказали, что она содержит и некоторые другие точки, связанные с треугольником.
Задача №4.
          В городе Калуга строят подземные автомагистрали. Из соображений экономии решено все тоннели линий прокладывать прямолинейными. На данный момент построены ветки: М-Е-U (Сквер Мира – Кинотеатр «Центральный» – Улица Пестеля); М–J–F (Сквер Мира – Клуб Машзавода – Московская Площадь); F–L–U (Московская Площадь – Авиакассы – Улица Пестеля). Причём расстояние МЕ равно расстоянию EU, а расстояние FL в 3 раза меньше расстояния LU. Построены также ветки F-T, M-L, U-J. Кратчайшим расстоянием от стоянки F до ветки M-U  является ветка F-E, от стоянки M до ветки F-U является  ветка  M-L, от стоянки U до ветки M-F является ветка U-J. Есть проект строительства кольцевой автотрассы, соединяющей стоянки J, E, L. На пересечении с каждой из уже существующих линий автотрассы будет строиться стоянка. Сколько новых стоянок будет построено? (Кольцевая линия – окружность).   (См. рис. 11).
Решение:  кратчайшее расстояние от точки до прямой – перпендикуляр. Значит, отрезки FE, ML, UJ – высоты треугольника FMU. Окружность, проходящая через точки J, E, L (основания высот), является окружностью Эйлера. С каждой высотой окружность пересекается также в точках, находящихся на середине отрезка между ортоцентром и вершиной треугольника FMU. Со сторонами треугольника во второй раз окружность пересекается в серединах сторон. Легко заметить, что серединой стороны  MU является точка Е. Следовательно, со стороной MU окружность имеет только одну точку пересечения. Так как FL:LU=1:3 (по условию) и MJ:JF=3:1 (по теореме Чевы), то точка L не является серединой стороны FU, точка J не является серединой стороны MF. Значит, нужно построить ещё 5 стоянок на пересечении кольцевой линии с указанными прямолинейными линиями автотрасс.  (См. рис. 12). Таким образом, теорема об окружности Эйлера позволила определить количество стоянок, находящихся на пересечении прямолинейных автотрасс и кольцевой линии.
5. Теорема о прямой Эйлера.
          Другая известная теорема, доказанная Леонардом Эйлером носит теперь название теорема о прямой Эйлера:
          В произвольном треугольнике центр описанной окружности (точка О), точка пересечения медиан (точка М) и ортоцентр треугольника (точка Н) лежат на одной прямой (прямая Эйлера), причём  ОМ:МН=1:2.    (См. рис. 13).
          Таким образом, соотношение полученное для отрезков на прямой Эйлера может быть использовано в сложных задачах на построение и в задачах на вычисление площадей.
Задача №5.
          В городе Калуга строят подземные автомагистрали. Из соображений экономии решено все тоннели линий прокладывать прямолинейными. На данный момент построены ветки: N-S-Z (Налоговая Инспекция – Улица Степана Разина – Улица Больничная),  Z-V-Q (Улица Больничная – Улица Никитина – Грабцевское Шоссе),    Q-G-N (Грабцевское Шоссе – Гимназия №24 – Налоговая Инспекция). Причём расстояние NS  равно расстоянию SZ, расстояние SZ равно расстоянию GQ. Построены также ветки Q-S, N-V, Z-G. Кратчайшим расстоянием от стоянки Q до ветки N-Z является ветка Q-S , от стоянки N до ветки Z-Q является ветка N-V. Пересечением веток Q-S и N-Vявляется стоянка W1 (Аптека №3), веток Z-G и  Q-S является стоянка W2 (Магазин Военторг). Есть проект построить стоянку W3 (ГорСЮТ), равноудалённую от стоянок N, Q, Z и стоянку W4 (Торговый Дом «Александр»),  равноудалённую от веток N-Q, N-Z, Q-Z. Можно ли будет построить прямолинейную ветку, проходящую через стоянки W1, W2, W3, W4? Как относятся расстояния W1W2 и W2W3?      (См. рис. 11).
Решение: рассмотрим треугольник NQZ. В нём QS и NV - высоты. Значит, точка W1 – ортоцентр. QS и ZG – медианы, значит, W2 – точка пересечения медиан. Так как QS является и медианой и высотой, то прямая QS является также биссектрисой и серединным перпендикуляром. Но точка W3 является центром описанной окружности и лежит на пересечении серединных перпендикуляров, точка W4 является центром вписанной окружности и лежит на пересечении биссектрис. Значит, точки W1, W2, W3, W4 лежат на прямой QS. Из теоремы о прямой Эйлера имеем W1W2:W2W3=2:1.  (См. рис. 12).
          Значит, стоянки W1, W2, W3, W4 действительно будут лежать на прямолинейной ветке Q-S, но строить её не нужно (она уже построена). Расстояние   W1W2 в два раза больше расстояния W2W3.
          Таким образом, теорема о прямой Эйлера позволила оценить расстояние между стоянками, а также определить возможность расположения этих стоянок на одной прямой, что экономически выгодно.







III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
          В своей работе, на примере составленных задач, я показал возможность применения некоторых теорем о треугольнике к решению задач прикладного характера по проектированию подземных транспортных трасс в условиях современного города.
          Когда приведённые мной исследования о возможности применения геометрических знаний к частному вопросу проектирования были уже закончены, я, неожиданно для себя, получил подтверждение об актуальности, выдвинутой мной гипотезы, о необходимости решения транспортной проблемы города Калуги за счёт использования её подземной части. 5 декабря 2001 года состоялся очередной Архитектурный совет нашей области, отчёт о котором представлен в статье «Отстаём!» в газете «Весть» (от 21 декабря 2001 года). Председатель Архитектурного совета Н. П. Алмазов сказал: «Перезрела в городе транспортно – пешеходная проблема, давайте примем решение по строительству хотя бы нескольких переходов подземных или надземных. Давайте примем решение о строительстве в центре города нескольких современных многоэтажных автостоянок – все соседи это давно уже делают, инвесторов под это дело найти не трудно».
          Теперь строительство подземных переходов и многоэтажных стоянок для Калуги дело не такого уж отдалённого будущего, а значит в дальнейшем перед нашими градостроителями может встать и вопрос привязки подземных автомагистралей к уже имеющимся инфраструктурам нашего города. При решении этого вопроса немаловажное значение будет иметь и решения этой проблемы с точки зрения геометрии.
          Геометрия хранит ещё много замечательных теорем и интересных фактов, которые могут обогатить знания, изучающего геометрию, поэтому начатая мной работа может быть продолжена в дальнейшем, в частности при решении других задач градостроительства.
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