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Была ли ошибка в условии?
(история решения одной стереометрической задачи).
        В геометрии нужно быть очень аккуратным, выверяя фразы при составлении условий задач. Иногда при попытке «ужать» формулировку, убирают слова, отсутствие которых либо ведёт к множеству различных результатов, либо к ситуации, когда отсутствует геометрическая конфигурация, соответствующая условию. Это первая сложность. Вторую сложность создают сами учащиеся, не всегда хорошо изучающие теоретические вопросы. Для многих учащихся нет отличия в понятиях: «плоский угол» и «угол между пересекающимися прямыми», «двугранный угол» и «угол между пересекающимися плоскостями», «угол между боковым ребром пирамиды и её основанием» и «угол между боковым ребром пирамиды и плоскостью её основания». Таких примеров можно привести много и в планиметрии и в стереометрии. И третья сложность, это торопливость при составлении геометрической конфигурации, учитывающей не все условия задачи.
          Многие учащиеся профильной группы дополнительно к школьным занятиям изучают математические дисциплины в заочных ФМШ (например, ЗФТШ при МФТИ или СУНЦ при МГУ) или на платных курсах. Испытывая затруднения, ученики обращаются за помощью к учителю. Имея большую практику по решению конкурсных задач, я иногда предлагал ребятам рассмотреть задачу на перемене между уроками, мне времени, как правило, хватало для решения. О поучительной ситуации с «несложной» задачей хочу поведать в этой статье.
           В десятом классе по стереометрии рассматривается тема «Многогранники», в ней есть параграф о пирамидах. Правильная пирамида, самая удобная для решения вычислительных задач, поэтому на оценку «отлично» учитель в профильной группе не станет предлагать задачу с правильной пирамидой. На перемене ко мне подошла ученица (почти отличница) и робко спросила, нет ли у меня времени для решения задачи, связанной с пирамидой. Была большая (двадцатиминутная) перемена, и я предложил рассмотреть эту задачу прямо сейчас. 
       - Читай условие.

       - В основании треугольной пирамиды лежит равносторонний треугольник, все боковые грани имеют равные площади…

(Мои мысли, но не вслух). Я, как учитель высшей категории, по мере осознания услышанного условия, представлял устно для себя геометрическую конструкцию. Что у меня получалось: у треугольника в основании пирамиды все стороны равны; у треугольников, которые являются боковыми гранями, есть по равной стороне и площади равны, но тогда высоты в этих треугольниках, [image: image7.png]


проведённые к равным сторонам, имеют одинаковые длины. Таким образом, вершина пирамиды равноудалена от всех сторон основания, следовательно, основание высоты пирамиды совпадает с центром вписанной в основании пирамиды окружности. А если вспомнить, что в равностороннем треугольнике центр вписанной окружности совпадает с центром описанной окружности, то в нашем распоряжении (по определению) правильная треугольная пирамида.

       - У тебя какая оценка по математике? Не стыдно с такой задачей обращаться к учителю. Ведь правильная треугольная пирамида для вас  это уровень тройки. 
       - Сергей Андреевич, я не дочитала условие. Там дальше ещё есть фраза: «Найдите сторону основания пирамиды  и третье боковое ребро, при условии, что два другие имеют длины 2 и 3 метра соответственно».
(Мои мысли, наверное, тогда я их произнёс вслух). У правильной пирамиды, я это точно помню, боковые рёбра имеют равные длины. Видимо авторы «напутали» в условии (иногда такое встречается), сказал я и пообещал уже дома подумать. 
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          На самом деле никаких ошибок в условии нет. Просто, я рассмотрел одну из возможных геометрических конструкций по первой части условия, как дальше оказалось, она была ошибочной. Просто нужно было увидеть более широкое толкование ситуации с равными высотами в боковых гранях. Я рассмотрел ситуацию, когда основанием высоты пирамиды является центр равностороннего треугольника (центр вписанной окружности), а реально – это центр вневписанной окружности. Обратимся к чертежу в основании пирамиды. Итак, пусть основание пирамиды, это равносторонний треугольник АВС, построим центр вневписанной окружности, точку О. Так как точка О лежит на пересечении биссектрис внешних углов (С и В на нашем чертеже) треугольника, то четырёхугольник ОАВС – ромб, а отрезки ON, OM и AH являются его высотами и равны между собой. Заметим, что точки N, M и H – точки касания вневписанной окружности с прямыми АС, АВ и ВС соответственно. Пусть сторона АВ имеет длину, равную х метров (по формулировке, эту величину нам нужно найти). Если вершина пирамиды точка К, то КN, КM и КH – это высоты боковых граней. Как было устно доказано они имеют равные длины, и по отношению к плоскости (АВС) являются наклонными, КО – является перпендикуляром, проведённом из точки К к плоскости (АВС). Тогда отрезки OА, OВ и ОС – проекции наклонных КА, КВ и КС соответственно. Заметим, что ОС=ОВ<ОА, тогда по известному свойству (равным проекциям соответствуют равные наклонные, большим проекциям соответствуют большие наклонные)  КС=КВ<КА. Опираясь на численные данные в условии задачи, делаем вывод: КС=КВ=2 м, КА=3 м, таким образом, третье боковое ребро имеет длину 2 метра. Далее найдём длину ребра в основании: треугольники КОВ и КОА прямоугольные с общим катетом ОК. Так как ОВ= х м, то ОА=[image: image2.png]


 х м (вычисляется как удвоенная высота равностороннего треугольника). Выражая квадрат общего катета (применяем теорему Пифагора) из треугольников КОВ и КОА, получим равенство: КВ2-ОВ2=КА2-ОА2 или 4-х2=9-3х2, откуда х2=2,5, а х=[image: image4.png]


. Таким образом ребро в основании пирамиды имеет длину [image: image6.png]


 метров. 
          Итак, поучительная задача, разобрана, ответ получен на каждый из двух вопросов. И если не спешить со скоропалительными выводами, время на перемене для решения может вполне хватить.
