«ТЕОРИЯ ГРАФОВ».
             Во многих ситуациях удобно изображать объекты точками, а связи между ними – линиями или стрелками. Такой способ представления информации называется графом. Точки называют вершинами графа, а линии – рёбрами. В главе «Теория графов» учащиеся могут получить начальные сведения о графах, их разновидностях и области применимости. 
Теория.
· Вершину называют чётной, если из неё выходит чётное число рёбер и нечётной в противном случае.
· Граф называется связным, если между любыми вершинами существует путь, состоящий из рёбер графа.
· Граф называется ориентированным, если на каждом его ребре указано направление.
· Граф называется плоским, если он нарисован на плоскости и его рёбра не пересекаются во внутренних точках.
При решении многих олимпиадных задач используются следующие утверждения, относящиеся к обходу рёбер графа:
1. Если в графе больше двух нечётных вершин, то его правильный обход (т. е. обход, при котором каждое ребро проходится ровно один раз) невозможен;
2. Для каждого чётного связного графа существует правильный обход, который можно начать с любой вершины и который обязательно кончается в той же вершине, с которой начался;
3. Если в связном графе ровно две нечётные вершины, то существует правильный обход, причём в одной из них он начинается, а в другой – кончается;
4. В любом графе количество нечётных вершин чётно.
Примеры.
№1. В городе Маленьком 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так, чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими?
Решение: нельзя, так как если бы такая ситуация была бы возможна, то можно было бы рассмотреть граф в котором: вершины – это телефоны, рёбра – это провода, соединяющие попарно телефоны. В построенном графе было бы 15 нечётных вершин, а этого по теории быть не может.
№2. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50х600 клеток. Какое наибольшее число верёвочек можно разрезать так, чтобы сетка не распалась на кусочки?
Решение: будем рассматривать волейбольную сетку как граф, вершинами которого являются узлы сетки, а рёбрами – верёвочки. В этом графе нужно удалить как можно больше рёбер так, чтобы он остался связным. Будем убирать рёбра по очереди до тех пор, пока это возможно. Заметим, что если в графе есть цикл, то возможно удаление любого ребра этого цикла. Связный граф, не имеющий циклов, является деревом. Поэтому, только получив дерево, мы не сможем убрать ни одного ребра. Подсчитаем число рёбер в нашем графе в этот момент. Количество вершин осталось тем же – 601 х 51 = 30651. Число рёбер в дереве на 1 меньше числа вершин и, следовательно, в нашем дереве будет 30650 рёбер. Сначала же их было 601 х 50 + 600 х 51 = 60650. Таким образом, можно удалить 30000 рёбер, то есть у волейбольной сетки можно перерезать 30000 верёвочек (но не более!).
Задачи:
№1. Можно ли провести линию, не отрывая карандаш от листа бумаги и не проводя линию дважды: а) открытый конверт; б) закрытый конверт.
№2. Логическая задача. Алла, Галя, Лена и Марина играли в домино. Марина младше, чем Галя. Лена старше, чем любая из её противниц. Марина старше, чем её партнёрша. Алле и Гале вдвоём больше лет, чем Лене и Марине вместе. Кто с кем играл и как распределить девушек по возрасту?
№3. В государстве 100 городов, из каждого из них выходит 4 дороги. Сколько всего дорог в государстве?
№4. В классе 30 человек. Может ли быть так, что 9 из них имеют по три друга (в этом классе), 11 – по 4 друга, а 10 – по 5 друзей?
№5. У короля 19 баронов – вассалов. Может ли оказаться, что у каждого вассального баронства 1, 5 или 9 соседних баронств?
№6. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит три дороги, быть ровно 100 дорог?
№7. Можно ли на плоскости нарисовать 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался ровно с тремя другими? Ответ: нельзя, за вершины считаем отрезки, их соединяем ребром, если заданные отрезки пересекаются. Не существует графа с нечётным числом нечётных вершин. 
№8. В углах шахматной доски 3х3 стоят 4 коня: 2 белых (в соседних углах) и два чёрных. Можно ли за несколько ходов (по шахматным правилам) поставить коней так, чтобы во всех соседних углах стояли кони разного цвета? Ответ: нельзя нужно построить изоморфный граф и убедиться, что кони не могут перепрыгнуть друг через друга. Изоморфизм два графа называются изоморфными, если у них поровну вершин, по х, и вершины каждого графа можно занумеровать числами от 1 до х так, чтобы вершины первого графа были соединены ребром тогда и только тогда, когда соединены ребром соответствующие (занумерованные теми же числами) вершины второго графа.
№9. Выпишите в ряд цифры от 1 до 9 так, чтобы число, составленное из двух соседних цифр, делилось либо на 7, либо на 13. Ответ: 784913526.
№10. В стране Радонежии некоторые города связаны между собой авиалиниями. Из столицы выходят 2011 авиалиний, из города Дальний – одна, а из остальных городов государства – по 30 авиалиний. Докажите, что из столицы можно добраться до города Дальний (быть может, с пересадками). Ответ: нужно построить граф, состоящий из всех городов, до которых можно добраться из столицы. Связность граф называется связным, если между любыми вершинами графа существует путь, состоящий из рёбер. 
№11. В стране из каждого города выходит 100 дорог и от любого города можно добраться до любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Докажите, что и теперь от любого города можно добраться до любого другого.
№12. Доска имеет форму креста, который получается, если из квадратной доски 4х4 выбросить угловые клетки. Можно ли его обойти ходом шахматного коня и вернуться на исходное поле, побывав на всех полях ровно по разу?
№13. В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только том случае, если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, делится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9?
№14. а) Дан кусок проволоки длиной 120 см. можно ли, не ломая проволоки, изготовить каркас куба с ребром 10 см?
б) Какое наименьшее число раз придется ломать проволоку, чтобы все же изготовить требуемый каркас?
№15. На конференцию пригласили семь математиков. Любые шесть математиков могли сесть за круглый стол так, что рядом с каждым слева и справа сидят его знакомые. Докажите, что и все семь математиков могли рассесться за круглым столом с этим же условием.
№16. В некоторой стране 30 городов, причём каждый город с каждым дорогой. Какое наибольшее число дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из каждого города можно было бы проехать в каждый?
№17. Заметим, что правильно нарисованный плоский граф разбивает плоскость на куски. Обозначим число этих кусков через F, число вершин графа – через V, а число рёбер графа – через Е.  Докажите формулу Эйлера: V-E+F=2. 
№18. Докажите, что на рёбрах связного графа можно так расставить стрелки, чтобы из некоторой вершины можно было добраться по стрелкам до любой другой вершины.
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